.
Dualriaume
Dualraum

Dualraum = V¥ = Hom(V,K)
‘Wichtige Beispiele:

— Projektion auf die i-te Koordinate

— Auswer und Abblei bbilds (Polynome)
Duale Paarung
CoyivE Vs 0 ) s> GF Dy = vk () ek

Duale Paarung ist linear in Beiden Argumenten:

Cav 4 Bk vy = v vy 4+ w0y

GF v+ Bwdy = avF V) + BOF Wy

Dimension Dualraum

Wenn V endlich Dimensional ist, dann gilt dim (V) = dim(V* )

Basis des Dualraumes

i ;> = & (Also Covektorren, die fiir jeweils einen Basisvektor aus
By 1 ergeben und bei den dann Restlichen 0)

Fir vk e V¥ giltals LK:

n
= ) v (¥ wobei v¥ (v;) die Koeffizienten sind.

Folglich ist die Basis abhingig von der Basis in By , jede Basis in By, hat
eigene "duale Basis™.
Koordmatenvektoren von Vektoren und Lmearformen

— fiirx = @B ( ) fiirve V gilt: x; = <v wyi=1l.n
— firé =& - L (v¥)i=1,.n
Ba swechselma(nzen im Dualraum
Sei T By _ // "(ni;)
By
Dann ist der wechsel dLl‘ zwei origen Dualbasen die tra ierte

inverse von T:

=T =7

Annihilatoren
Annihilatoren
Ist M = V., dann ist der Annihilator:

0= vk ev¥ ¥ ) =0ovvem}
Sei F < V¥, dann ist der Préannihilator:
OF = vev|o* w=0ow¥ erF}
Es gilt:
— {0,}0 = v¥

0 _

— V0= {05}
-0 Oy =V

-0 (¥) = {oy)

(Pri-)Annihilatoren sind Unterriume.

Sei B endliche Basis von V mit dualer Basis B .

—> ist (vq,...vg ) eins Basis des Unterraums U < V, dann ist
("1:k+1 v eine Basis vong U0 und es gilt:
dim(U0)= dim(V)-dim(U)= codim(U).

— ist (vik ,.v;k ) eins Basis des Unterraums F < V¥ _ dann ist

...vn) eine Basis vong OF und es gilt:

(k41
dim(0 F)= dim(V0)-dim(F)= dim(F)-dim(V)= codim(F).
Unterriiume sind (Pri-)Annihilatoren
Fiir jeden Unterraum U von V gilt:
U= (] kem(¥)=0@w"

vk eyl

Duale Homomorphsimen

dualeHoms

V,W K-Vektorriume mit f € Hom(V,W)

FRowk ok K ok o ey

— (P wE) v = v ()

Duale Homs sind wieder Homomorphismen:

¥ € Hom(w¥ v¥)

Dualisieren einer Komposition

(fog)® =g o

Eigenschaften

—> Die Abbildung I, die jedem f ein £ zuordnet ist injektiven
Homomorphismus.

1:Hom(V,W) 5 f — f* € Hom(W* v¥)

— Wenn V, W endlich-dimensional sogar ein Isomorphismus:
dim(Hom(W*¥ ,v¥)) = dim(Hom(V,W)) = dim(V)dim(W)

FunFakt

Mit Auswahlaxiom kann man zeigen, dass I fiir unendlich dim V und
endlich dim Bildraum W sogar Surjektiv ist. Und andernfalls nicht.
Allgemeine Aussagen zu dualen Homs

— f € Hom(V,W)ist injektiv wenn £ € Hom(W* V¥ ) surjektiv
ist.

— f € Hom(V,W )ist surjektiv wenn f* € Hom(W* v ¥ ) injektiv
ist.

—> f € Hom(V,W )ist bijektiv wenn f* & Hom(W* v ¥ ) bijektiv

ist.
=(h*

— Wenn fund £ beide bijektiv, gilt (f% )1
Dartellungsmatrizen dualer Homs

V, W endlich dims K-Vektorrdume mit Basen By, By , f ein Hom und
f* dualer Hom, dann ist:
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&
o (PunaaT = (%)

i

Es gilt:
Rang(f) = Rang (/)
U* =rr

Fundamentale Unterrdume

Bild(f%) = Kern(f)? in V¥

Kern(f%) = Bitd(f)0 inw*

Bild(f) =9 Kern(f¥) inw

Kern(f) =0 Bild (% )inv

Selbiges gilt fiir f = A und * = T (also transponieren)
Dualraum eines Faktorraumes

v/u)

Faktorraum eines Dualraums

vk 0 ~ y*

Bidualraum

Bidualraum

Der Bidualraum sind alle Linearformen auf V.
Fiir jedes feste v € V ist:

vE ovk s ¥ ek

cine Linearform auf V' .

Kanonische Injektion

iy =V3ovs (yevEE

Injektion(homomorphismus von V nach yk K ) (Wenn V endlich dim ist,

sogar eine Bijektion)

Wenn V endlich dimensional ist, gilt:

— vF c V¥ ginr? =i, (OF)

— YU < V (Uist Unterraum) gilt (00)0 = iy, (U)
Bidualer Hom

S Rk o Rk ek ek ok ek
—iwof=f¥¥oi

Billineare Abbildungen

Bil-Abbildunden

—fmit f: U XV — W heiBt billinear, wenn in beiden Argumenten
linear.

—> Menge aller Billienaren Abbildungen: Bil(U,V; W)

— Wenn W = K, dann heiBts Bilienarform

—> Bil(U,V;W) ist ein Unterraum von WU XV
Eindeutigkeitssatz/Tensorproduktraum

Sei (i) cine Basis von V und (v;) je jvonV und (w;) (; jyerx s
eine Familien von Vektoren in W.

— Es gibt genau eine bil. Abbildung mit:

f(u[,vj-) = wi/-V(i.j) elxJ

—> Diese Familie ist i.A keine Basis. —> fiir bilineare Abbildungen gilt:
f(ou,v) = f(u,av)

Ein Vektorraum, indem (au,v) =
Tensorproduktraum.
Konstruktion des Tensorproduktraums:

Seien U und V iiber K mit den Basen (u;)je/ und (v;); €J

u,v) gilt, heibt

Betrachte Unterraum von K7 X/ :
UV = {T :1xJ|T (i, j) # Ofiir endlich viele (i, j) }
— Ui ®vj = [(k1) — &8 ;] wobei (k1) €1 X J
— B = (4; ®"f)(i,j)€l><l ist eine Basis des Tensorproduktraumes.
Eigenschaften Tensorpiiroduktraum
— Elemente in V & U heiBen Tensoren.
— Die Abbildung die (u,v) auf « @ v mapped heiBt univerlesse bilineare
Abbildung genannt.
— Tensoren mit u @ v und u,v # 0 heiBen Elementartensoren.
Seiu= e pr o und v =3y B j wobei I'J” endliche
Teilmengen der Basisindexmengen sind.
®Uuy) = ®Egyr ®iuiDjeyr Bjvj) =
Yier Ljeyr b (i ®vj)
Es gilt weiter:
— dim(UQV) = dim(U) - dim(V)
Rechenregeln
— (u®v) + (@Q®v) = (u+ i) ®v
= u®v) + u®7V) =u® (v+7)
— () @v=a(u@v) =u@ (av)
Rang eines Tensors
Rang(T) ist die minimale Anzahl an Summanden, sodass T darstellbar ist
mit:
n
T= ) u; @vj wobei uund v beliebige Vektoren aus V und U sind.
k=1
—> Der Nulltensor ist der einzige Tensor mit Rang 0.
—> Jeder Elementartensor, also u @ v mit u,v % 0 hat Rang 1
universelle Eigenschaft
— g €Bil(U,V;W) 3! f€ Hom(U®V:W), sodass g = f 0 ®), also
2(0) = f(u@v)
— Diese Zuordnung, also g — f ist ein Vektrorraumisomorphismus.
weitere Isomorphismen
Sein V,U,W endlich dimensionale Vriume, iiber K.

Hom(U @VSW) = BI(U,V:W) = Hom (U, Hom(V.4)) = Hom(V, Hom(U, W)
Wenn W der Koprer ist, folgt
BIWVK) = Hom(U@VK) = U@V)¥ = Hom(U.VR) = Hom(v.U%)

Multilineare Abbildungen
Multilin Abbildungen

—> Abbildungen f mit f: V; x
Argumenten linear sind.

—> Menge aller: Mult (V1 ...,V W)

— Es gilt der Eindeutigskeitsatz.
Tensorproduktraum multilienarer

Seien V| ,..,Vy- K-Vriume mit N € N und
(Vl_il diyery - ONiyiyely

- X Vy — W, die in allen

) Vi = 7y Xy = KT i) 40 el )}

— Elemenle davon heifen Tensoren der Stufe/Ordnung N.
— universale mutltilineare Abbildung:

Uiy @ @iy = LKy
universelle Eigenschaft(Mult)
—>g e Mult(Vy X -+ X Viy:W) 31 f € Hom(V} @+~ ®Vy:W)
,sodass g = fo®

) By ]

A ) = (Y (810)ig(1) 17t (w).n) A1 wnbn)
=

V(v1,--vn) € V" mit T die eindeutige Matrix:

Basiserkenner

Aquivalent:

— A(vy,.vn) #0

< (V] ,.yvn) ist Basis von V.

Determinanten einer Matrix
n

je; eins Matrix € V"

mit V = K" also V! = K" X7

det(A) = Y (sgnG)ag(iy -
o€ESy

Ei Determante

a5 (n)n

— Diese Zuordnung, also g +—> f ist ein Vektra phismus.

Tensoren iiber Vektroraum
HW) =V - @Vevie  -@v¥

hier ist V r-mal tensoriert mit V¥ s-mal tensoriert. Diese heifen
Tensoren vom Typ (r.s) iiber V.

— Basis davon ist: ¢ @ ®e,r®£“ ® - ®els

mit I <ip,.ir < nundl Js<n

Jeder Tensor T € 7 (V) ist eine LK:
=338 En, e, @@y, @M @ @els

die Komponenten, quasi als Matrix mit r+s

Dimensionen und n” 5 Eintriigen.
DIe Zuordnung: 7y (V) 3T —> T l
ist ein Vraumisomorphimus.
Tensoren als Abbildungen

- W) =K

— 72(v) =v¥* = Hom(V.K)
- 7‘ (V) =V = Hom(V¥ K)
— 7_"(v) —v¥ QV¥ = Hom(V@V.K) = Hom(V.V¥)
— v

nyr-s
.se(K )

@V = Hom(vE @V.K) = Hom(V.V) = Hom(V¥ V)

—TFV) = VRV = Hom(V¥ @V* K) = Hom(V¥ V)
ische und Schi ische
—> Tensoren T € 7({ sind symmetrsich, wenn gilt:

LGN

symmetrsich, wenn gilt:

T(ell,...eir) = (sgno)T(e'0(1) . 'o(r))

—> Alternierender Tensor ist, wenn zwei verschiedene Argumente gleich

sind, der Tensor = 0 wird

Eigenschaften

—>Ist T alternierend, dann ist T auch schiefsymmetrsich.

— wenn char(K) # 2, so gilts auch umgekehrt.

— wenn char(K) = 2, ist 70' (V) sym %’ V) skew

— Wennf’:OOdel.'-l gilt: 75 (V)sym = T (V) gew = T3 (V)
ie auch fiir K

Es ist dquivalent:

— T € Jy (V) ist symmetrisch.

7l eiry = T(e'0(1)
—> Tensoren T € 7] sind scl

i i D (1) oo i
—> Die Komponenten sind 7!1:" =T a(1) o (r)
und

—TeJg(V)ist isch. — Die K sind
Filveir — .\'grzo)Tlo'(l)" o (r)

— Die Menge der schi ischen bzw. Tensoren
sind Unterrdume.

Projektion

P € End(V) ist Projektion, wenn gilt: Po P = P
Eine Projektion auf den Unterraum Bild(P).

Der Endo:

TEWV) 3T = projsym(T) = & 3 (1) € 7 (V)

oESr
ist eine Projektion auf Menge der symmatrischen Tensoren.
Der Endo:

T (V) 3T o> projggen(T) = V (sn0)a(T) € T (V)

ist eine Projektion auf Menge der schiefsymmatrischen Tensoren.
Dimension der Unterrdume

V ein K-Raum mit char(K)# 2 und r € N und dim(V)= n:
dim(T (V) skew) = (7) =
Determinanten Det-Form

V immer endlich dimensional
A:V" — K heiBt determinantenform, wenn:
—> A eine n-lineare Form auf V" ist.

— Aist alternierend.

— Aist nicht die Nullform.

A wird durch genau einen T € 73 repriisentiert
Es ist dquivalent:

— T ist alternierend.

—> Wenn (v1,...,v;) lin. abhiingig ist, ist 7 (v ....,v;) = 0
Determinantenformform
ve€Vund (by,...b;) einen Basis von V

und Aform auf V"

—> det(A) ist eine alternierende Mutlform der Spaltenvektoren von A.
— det (@A) = o' det (A)

— det(A) # 0 < Aistregulir < Rang(A)=n < (a.q, ...,
unabhiing.

—det(l)=1

—> det(AB)=det(A)det(B)

— det(A— 1) = 1/det(A), wenn A invertierbar.

a.p) istlin

— det (AT ) = det(A)
—> Ahnliche Matrizen haben gleiche Determinante.
—det(Ae K ") =ay |- -ann
A 0
—> det(A = [ j‘;: e ) = det(Ayy)det(Ayy)

(Block Ay, kann auch Block A5 sein) Fiir Elementare
Zeilenumformungen gilt:

—> Matrix D: Typ 1: Multiplikation der i-ten Zeile mit einen Skalar o =
det(D) = o

— Matrix S: Typ 2: Addition des ¢-fachen zur i-ten Zeile:

=det(S) =1

— Matrix T: Typ 3: Vertauschen der i-ten mit der j-ten Zeile:
=det(T) = —1

Begriffe

— Streichugnsmatrix: Die (7 — 1) X (n — 1) Untermatrix, die sich
ergibt, wenn man die i-te und die j-te Zeile streicht: (4) z; & ;.

— Unterdeterminante / Minor: Ist die Determinante der
Streichungsmatrix: zum jeweiligen i und j: [A];; = det((A) #i.#/’)

— Kofaktor: aj; = (—1)i+J [A];; ist der Kofaktor von A zu den
Indices i,j.

— cof(A) = (‘7ij)lsi.jsn heiBt die Kofaktormatrix von A.

—adj(A) = cof (A)T das Transponierte der cof(A), nennen wir die
adjungierte Matrix von A.
Fiir die adjungierte gilt:
— adj(A)A = Aad j(A) = det (A)I (Bis aud den Faktor det(A)ist die
adjungierte das Inverse von A)
Laplace Entwicklung
der(a) = T (=) ajder((A) gy ) = Z (=) a;14);
=
Cramersche Regel
Sei A invertierbar, dann gilt fiir Ax=b, die einzelenen Koordinaten des

Also den Vektor b in die i-te Spate einsetzen.
Det von Endos

Sei f ein Endo, dann: det(f) = det(A) fiir A = ./Z5)
Dabei ist die Basis egal, solange es dieselbe ist. (Wu] ihnliche Matrizen
ist det gleich).

— det(af) = o''det(f)

— det(f) # 0= finvertierbar <> Rang(f) = n

— det (idy ) = 1

—det(fog) =det(f)det(g)

—det(f~ 1) = 1/det(f), falls f invertierbar

— det (f¥) = det (f) fiir f*, die zu f duale abbildung.

geordneter Korper

K ist geordnet, wenn es eine totalordnung < gibt, sodass
a<B=a+y<B+ymda=0Bf=0=a-$=0
Rechenregeln im geordneten Korper
—az20=—-a<0
—a<py<d=a+y<p+3s
—a<Bfy=0=ay<py
—a<By<0=py<ay
—a2=0

—a#0= a2 >0
>0->Bf>0>0= 4

—a>0= g

— char(K) = 0

orientierungtreuer Auto Sei f € Aur (V'), wenn det (f) > 0 heifit er
Orientierungstreu, wenn det (f) < 0 heiBt er Orientieungsuntreu.
Orientierung von Basen

Zwei Basen B und G von V heifen gleich orientiert, wenn

det(7§) > 0 gilt. Wenn die Determinante der Transformatrix < 0 ist,
dann heiBen die Basen umgekerht orientiert.

—s Gleichorientierung ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
Basen von V (mit genau zwei Auwivalenzklassen).

1
a>g>0
B

Normalformen

Diagonalisierbarkeit

Diagonalform = Eigenwerte entlang der Hauptdiagonalen. Besitzt ein
Endo f iiber V mit dim(V) = n, genau n paarweise verschiedene
Eigenwerte, so ist f diagonalisierbar.

Eigenschaften
— fistinjektiv <> 0 ist kein Eigenwert fon f.

— Wenn dim(V) = n € N, fist bijektiv <> 0 ist kein Eigentwert von f.

von Eigg en zu geg. Eigenwert
— LGS Losen: (Al —A)x =0

Aquivalent, wenn n € N

<> A ist reguldr

< 0 ist kein Eigenwert von A

Eigenraum

— Eig(f,A) ={veV|f(v) =Av}
Geometrische Vielfachheit:

— €0 (f,1) — dim(Eig(f.1))

Gleiches gilt fiir Matrizen.

Eigenschaften:

— Eig(f,A) ist ein Unterraum von V.

— Eig(f.1) # {0} <> A ist ein Eigenwert von
— Eig(f,A)\{0} ist die Menge der zu A gehdrenden Eigenvektoren zu
f.

— Eig(f,A) = Kern(Lidy — f)
— Sind 41,4, € K verschieden,dann Eig(f, A1) n Eig(f,2p) = {0}

Gleiches gilt fiir Matrizen. Insbesondere ist Kern(A) der Eigenraum zu
0ek

— Eigenriiume zu verschiedenen Elgenwert bilden direkte Summen.
Projektoren sind diagonalisierbar

Es gilt:

— V = Kern(P) @ Bild (P)

—> P kann nur 0 oder 1 als Eigenwerte haben (merhfach moglich).

Berechnung von Eigenwerten

fist Endo in einem endlichdim. V. Dann ist dquivalent

< A ist ein Eigenwert von f.

s det(Aidy — f) =0

Gleiches gilt fiir die Dartellungsmatrizen.

charackteristisches Polynom

xp =det(A—A) = (1= A" -+ (1= 2A5)"s g

Die zahlen n; heiBen algebraische Vielfachheit von A;: u9!8 (4,4;) = n;
18 (A, 2;) = max{k e N|(r— )k | %4} Wir diirfen Polynome in
Matrizen und det einsetzen, weil wir den rationalen Funktionskorper
gebildet haben.

Spur
n
— Spur(A) = 3 aj;
i=1
Eigenschaften charakteristisches Polynom
n
—aa= ), Al € Kp[A]
i=0
—> Xy ist ein normiertes Polynom mit deg(x4) = n, es gilt: ap = 1
Im Fall n > 1 gilt:
— 0,1 = -Spur(A).
— ay = (—1)"der(A)
Vielfachheiten, zusammenhang
— 1< p8 (4,4) < udl8(a,n)
idhnlich Matrizen haben haben dasslebe y
— A dhnlich zu A, dann ist x4 = N
Char.polynom von Endos
Wir definieren y ¢ = x4 fiir A = /5" (1)
— Eigenwerter sind Nullstellen des char. Polynoms
—> ihnliche Matrizen haben selbe Spur
Wir definieren:
— Spur(f) = Spur(A), fiir A = .#FY ()
Diagonalisierbarkeit
fist diagonalosierbar <>y = (1 — 4y Y.
ganz zerfillt.

(r—l,-)”i,alsoxf

Die vielfachheiten gilt: 3,1 n; = n

—> u8¢0 — als — diaogonalisierbarkeit



Algebren

Definition

(A, +,-, %) iiber K ist eine (assoziative) Algebra, wenn:
— (A, +,-) ein Vektorraum ist.

— (A, +, ) istein Ring.

—>(a-a)*b=a-(axb) =ax(a-b),YacKk,YabeA

<— Eine Algebra ist kommutativ, wenn * kommutativ ist.
< Eine Uniutiire Algerba hat ein neutrales Element beziiglich .
Multiplika —  ist bilinear

— (a-a+B-b)y*xc=a-(axc)+p-(b*xc)
—ax(B-b+yc)=B-(axb)+7-(axc)

Es gilt:

— Jeder Korper ist kommutative Algebra iiber sich selbst.
Algebrahoms

— flat1b) = f(a)+2 f(b)

— f(a-a) =a-f(a)

— flaxyb) = f(a) % f(b)

— wenn algebra mit 1 muss f(17) = 1y

Algebrahoms kommutieren mit Polynomen

‘Wenn p() ein Polynom ist, und f ein Algebrahom, dann

— f(p(a)) = p(f(a))

Satz von Cayley Hamilton

—> 24 (A) = 0, also A in ihr Polynom eingesetzt ist null.
—> gilt fiir endos f

A= Visein Polyno von A

‘Wenn A invertierbar, gibt es ein p, sodass

A~ =p@)

Ideale

Ideale sind Unterringe, sodass:

— RJIcJundJRC J

—> Kerne von Ringhoms sind Ideale.

— Durchschnitt von Idealen ist wieder Idieal

Ideal erzeugen:

A(E):{x‘,,a”e“.,v.:. m,,ﬂ-wwmmwm)}
P

— Wenn Ring mit eins, so muss a; nur€ RER

—> Hauptideal ist Ideal, welches nur ein Element als Erzeuger hat.

Minimalpolynom
annulierende Polynome sind ein Ideal
—Jy ={peK[A]|p(a) =0}
Minimalpolynom

— 1t heiBt Minimalpolynom, wenn ji4 € J4 und das normierte
Polynom kleinsten Grades ist.

—> Mg = My, wenn A Darstellungsmatrix von f ist.

—> idhnliche Matrizen haben gleiches Minimalpolynom

Bestimmen vong [t

—> char Polynom von A aufstellen, Faktorisieren, Potenzen Weglassen,
aber schauen, dass {4 noch y, teilt, und dann A einsetzen und schauen
ob die Nullmatrix rauskommt.

Zweiter Weg

Potenzen von der Matrix A aufstellen (bei 0 anfangen), diese MAtrizen
dann vectoriesiern (GanzesA als ein Spaltenvektor), dann schauen ab
welcher Potenz sich lin. abhiingigkeit ei i Matrix mit
den Spalten = die vektorisierten MatrizenPotenzen (bis zu potenz wos lin
abhiingig wird) dann den Kern dieser Matrix bestimmen. Kern ist ein
Vektor, der zu einem Polynom synthetisiert werden kann.

Minimalpolynom Eigenachaften
— Juy teilt jedes p € J4 —> 14 hat gleiche Nullstellen wie 4
— Eigenwerte sind Nullstellen von p14

— zerfillt y1y in einfache (Potenz 1) Linearefaktoren, so ist A
diagonalisierbar

Begleitmatrix
Fiirn normiertes Polynom ist Cp die Begleitmatrix:

0o [R—
a

Es gilt: Xcp =MHcp =7

Frobenius Normalform

Vowissen fiir Frob

— lokal annulierende Polynome sind Ideal:

—Jax = {peK[A]] p(A)x =0}

—lokales Minimalpolynom = 14 , € J4 ., normiertes mit kleinstem
Grad.

— My x = Ky, Wenn A Darstellungsmatrize von f ist, und x der
Koordinatenvektor von v.

—> lokales Minimalpolynom teilt alle p € J4

— lokales Ipolynom teilt das Mini:
— Fiirn lokales Minimalpolynom fi4 . ist der Unterraum

(xAx,A2x, ., A9 1) ein A- invarianter Unterraum.

—> Wiihlen wir x so, dass der A-invariante Unterraum moglichst goB ist,
heifit x, ein maxiamler Vektor.

— lokale Minimalpolynome mit maximalen Vektor sind minimal
Polynome

Frobenius Normalform

—pp =g und Py \pj

¢
n

R, P
A ist dhnlich zu

n
— Sowol die Matrix, also auch pj sind eindeutig.
—> Die p; heiBen Normalteiler der Matrix A
— Begleitmatrix dim=m hat maximal 2m-1 Eintriige 7 0, damit hat
FrobNormalform maximal 2n-k Eingtriige % 0
—> Zwei matrizen sind genau dann dhnlich wenn diegleiche
Frob.normalform.

JordanNormalform
Ver i Eig
Hauptvektor zum Eigenwert A der Matrix A ist:

vektor

— (A —A)Kx = 0 wobei k, die Stufe des Hauptvektors genannt wird
—> Die Menge aller Hauptvektoren von A zu A nennen wir
verallgemeineter Eigenraum: GEig(A, 1)

— Verallgemeinerte Eigenriume sind A-invariant

— Wenn A € K" X" _dann gilt: Kern(A") = Kern(A" 7))

— Wenn x4 vollstindig in linearfaktoren zerfillt, dann gilt:

s
K'= P GEig(A,A;).
j=1

j=
Jordanblock
Ein Jordanblock der dimension r ist:

o

- R

— fiir r=1 ist der BLock nur A

— Jr(A) istdhnlich zu Cp von p = (1t — )"

() =M, 2) = A

— Jordan-Normalform hat nur Jordanblocke auf der Di I

—> Die Jordannormalformen von A unterscheiden sich nur in
Reihenfolge der BLocke

— Wenn x4 komplett in LF zerfillt, gibt es eine Jordannormalform
Eigenschaften Jordanform

k
— =102
Jj=1

S wm= 1 (ril)mu\{r‘f\l‘f:l)
LEA(A)
— it = Y r
A

Also Summe der Dimensionen aller Jordanblocke mit diesem Lampda.
— psoAA) = Y1

Anzahl der Jordanblcke mit genau dem lamdda.

Innenprodukte

Bilineraformen Billineraformen sind:
— symmetersich, wenn y(u,v) = y(v.u)

—> schiefsymmetrisch, wenn y(u,v) = —y(v,u)
—salternierend, wenn u = v => y(u,v) =0
Darstellungsmatrix von y

Sei By = (v[,..vn) Basis von V

- f/BB* O = QO

| e KnXn

— Wenn endlich dimensional ist die duale Bilinearform y* von y
gegeben durch:

= 7¥ () = y(nu)
— Transformation mit A =
Kongruenztansform

— A, A heilen kongruent, wenn

—A=1"Tar—1

— A ist dann symmterisch, wenn es A ist. (Symmetrei bleibt erhalten)
Rang

— Rang(y) = Rang(A), wenn A darstellungatrix von 7.
Eigenschaften

—> yist nicht ausgeartet, wenn die linearen Abbildungen, bei denen ich
jeweils ein Argument einsetzte und das Andere frei lasse, beide injektiv
sind.

—> 7 heiBt perfekt, wenn diese lin, Abbildung sogar bijektiv sind.

Es ist dquivalent:

<> u > y(u,-) ist injektiv

<> vi— y(-,v) istinjektv

~TA7=1, wenn T von alt nach neu

<— v ist nicht ausgeartet.

<— yist perfekt.

< Aist reguliir.

<> Rang(y) = Rang(A) =

quadratische Formen

q(v) ist quadratische Form, wenn gilt:

— g(av) = a2q(v)

> T(uv) = q(u+v) —q(u) — q(v) ist € Bil (V.K)

— Menge aller Quadratischen Formen = QF(V).

—> Quadratische Formen bilden Vektorraum

— qy (u) = y(u,u)

— Wenn char(K) # 2 sind die quadratischen Isomorph zu den

symmetrischen bilineraformen.

— dim(QF (V)) = dim(Bilsym (V,V)) = $n(n+1)

Polarisationsformeln, um von g-form zu bilinear zu kommen:

g (uv) = § (@(utv) —q(u) —g(v))

Orthogonalitiit — (V,y) heiBt quadratischer Raum, wenn Y ein sym.

bilinearform ist.

—> Zwei Vektoren sind orthogonal, wenn gilt y(,v) = 0, alsou L v

—>die mengenE LE; sind orhogonal, wenn jedes Ihrer elemente

orthogonal sind.

—> Eine Menge E C V heifit orthognal, wenn u_Lv, Yu,v € E

— EL = {veV|y(uv) =0, Vu € E}heiBt orhtogonales

komplement

Satz vong Pythagoras

k k k

7| Xvie v = X rtivy)
=1 j=1 i=1

orhtogonale direkte Summe

- U LU Vi .

—> geschreiben: (L7 U; .
— U; sind Unterrdume, die zueinander orthogonal sind.
— Wenn By, eine orhtogonalbasis von V ist, dann ist die
Darstellungmstrix .44, (7) diagonal.

B
Homomorphismen quadratischer Riume
< f muss linear sein.
S f() =7 (). VuyeV
— ISt f ein Isio quad réume, dann auch £~ !, Wenn endlich dim, dann
Rang(1) = Rang (1)
— Man kann die Basis so wihlen, dass Darstellungsmtrix von y nur
eintriige aud der Diagonalen hat (bis zum Rang r von ), danach nur noch
Oen auf der Hauptdioagonalen
— Jede symmetrische Matrix ist kongruent zu einer Diagonalmatrix

Signatur
— s der Kérper = R, gibt es eine Basis von V, sodass:
In
AP () = * —In
B¥ -

v Ongy

— Signatur(n__.n__.nq)
—Is der Korper , gibt es eine Basis von V, sodass:

l{ggk (r) = [ 0 } Mit r = rang(y)

Triigheitssatz vong Sylvester
Die Signatur, der durch A induzierten Bilinarform yy ist durch A
eindeutig festgelegt.

Euklidische Riume

Definitheit

Fiir eine Bilinearform  gilt:

< positiv definit, wenn y(v,v) > 0Vv # 0

< positiv semidefinit, wenn =.

<— negatv definit, wenn ¥y < 0.

< negativ semidefinit, wenn <.

< indefitnit, wenn nix davon stimmt.

—> Definitheit kann man ablesen, wenn Darstellugnmatrix nur positive
eintrage hat. etc.

Euklidischer Raum

Euklidicsher Raum ist ein Vektorraum mit einer positiv definiten
symmetrischen Bilinearform

— Also haben diese Bilinearformen die Signatur(n,0,0)

— (x,y) — .\‘Tx heiBt Standart Innenprodukt/Skalaprodukt

—> Im euklidischen Raum sind orthogonale Familien an Vektoren auch
Linear unabhiingig.

Cauchy-Schwarz Ungleichung

— ()2 < y(uwu)y(vov) oder [y(uv) | < /¥(uu)/7(7v)
Normen

|l |l : V. — R heift Norm, wenn:

< |lul| = Ound u| =0=u=0

= [aU| = |af|u|

> ut vl < flull + vl

— BilForm induzieren Norm

- lly s> lally = /7Ce)

— Satz von Pythagoras

2 k 5
=3 il
i=1

Normieren
— u € V ist ein einheitsvektor(normierter Verktro), wenn [u| = 1.
— u zu normieren, teilt man den Vektor durch seine Norm —HZH

Ir

Orthogonale Projektion

o) - 103,

—V = Bild(proj}) Dkern(pro )
Gramm-Schmidt-Verfahren
Nur wenn char(K) # 2, Macht aus lineare unabhingigen Familie eine
Orhogonale fam.
v; sind lin unabhiingigr fam, und u; soll der Output sein.
Setze uy = vy, danach:
j—1
4 == B i ()

jetzt hat man u| und findet mit der Formel oben u; heraus und macht das
fiir jedes weitere «;, das mach braucht.

Will man eine Orthonormale menge, so normiert man alle vektoren halt
noch.

— Esgilt: (vy,ovp) = {up,sun )

Orthognale Abbildungen

— f:V — W, fiir Vund W Euklidische Ridume. f soll orthogonal sein.
<— f muss linear sein.

o (F).f() =7 ()

—> Orthogonale Abbildungen f sind injektiv

— Haben die beiden Riume, diegleiche endliche Dimension, ist f auch
bijektiv

— K ition or ler Abbi ist Or

— Wenn M die Darstellungsmatrix von ¥ ist und x der
Koordinatenvektorn von v und y der ...von v, dann gilt: y(u,v)
Orthogonalitit von

< fist (1,7, )-orthogonal.

< AT MyA = M1, wenn M wieder Darstellung von ¥ ist und A die
Darstellung von f.

— Wenns Orthonormalbasen sind, dann ist My = I und M| = I
—> Bei Endos ist M| = My = M

— Eigenwerte von y-orthogonalen Endos sind nur 1 oder -1.
Orthogonale Gruppe

— y-orhtogonale Endos bilden mit Komposition eine Gruppe, genannt:
ov.y)

—> die spezielle Orthogonale Gruppe ist:

SO(V.y) = {f € O(V.y)|der (f) =1}

—> Gleiches gilt fiir deren Darstellugnsmtarizen.

Riez-Abbildung
Riez-Iso
Im endlich dim.istT: V 3 v — y(+,v) € V¥ ein Iso.
Y(u,v) = <), up = <C(u), vy = ¥y~ 1 (T(u), T(v))
Man schreibt fii den Riez-Iso auch: T’ *
VoV

— Bei R, dann I": R" 3.x+— Mx e (R")*

¥ my

—> Sei f selbstadjunkter endo und U ein f-invarianter U-Raum, dann ist
UT auch f-invariant.

Gleiches gilt fiir Matrizen, die darstellung von Endo sind.
Einheitsphiire/ Rayleigh-Quotient

— Einheitsshire: S(V,y) = {ve V|[lv|ly = 1}

—> Rayleigh Quotient: Ry, V\{0 3 v —> 7(“}’/”(”)) eR
B v
Y
— Der Quitient hat ein Supremum und nimmt diese als MAximum an.
— Der maximaste Rayleigh qutient m ist auch der groBte eigenwert von

f.

Spektralsatz

V endlich dim. Euklidische Raum und f ein endo. Es ist dquivalent:

< fist y—selbstadjungiert.

<« fist diagonalisierbar und es gibt eine Basis aus Eigenvektoren von f,
die y—orthogonal sind.

Komplexes Innenprodukt
Antilinear

fist antilinear wenn gilt: — f(u+v) = f(u) + f(v)
— f(au) =af(u)

dabei ist @, das komplex konjugierte zu a.

Fiir w;, v; Basisvektoren, wenn f:V — W

Die Darstellungsmatrix von  ist auch wieder A = . (f)
Es gilt aber:
nom
— f() = Y] D] ajjajw;, wenn flincar
1j=
nom
—f() = Z Z a;jojw;, wenn f antilinear
i=1j=1
Sequilinearform

Sequilinieraform 6 :
und linear im zweitel
— 0 (o + Br,w)

— 0(u,ov + pw)

— wenn 0 (u,v)
— wenn 6 (u,v)
Es ist dquivalent:
< 6 ist hermetisch.

< 0(vv) € Rfiiralleve V

Definiteiten/Innenprodukt

— Die Definiteheitne sind genuaso definiert wie bei bilinearformen,
(0(v,v) > 0 => positivde finit)

—> Eine positiv definite hermetische Sequilinearform 6 ist ein

X V — C, wenn antilienar im ersten Arguemnt

@0 (u,w) + BO(vw)
b (u,v) + B0 (u,
() ist hermetisch
—8(v,u) ist schiefhermetisch

‘Wenn zwei euklidische Rédume gleiche dim haben ist dqui
< fist (7], 7, )-orthogonal
— ¥ st (i Ly 1) -orthogonal
Bei Endos dann:
< fist A-orhtogonal.
s £% ist y~L- orthogonal
Adjungierte Homs
Sei f € Hom(V,W), fiir V,W euklidische Riume, so ist die zu f
adjungierte Abildung
-0 :r;;v* ofF ol Ly eehtvon W =V
Es gilt fiir die adjungierte:
— 1 f()) = 1 (F° (w).v)
Die Adjugierte ist von den jeweiligen Bililinearformen ¥}, ¥, abhéngig.
‘Wenn A die Darstellung von f ist, gilt:
, —1
=A% =By (o) =m AT my
— A ist Darstellung von f©
—> Die zu f biadjungierte ist identisch zu f, also f©° = (f©)° = f
Fundamentale Unterriume
— Bild(f°) = Kern(f)+ eV
— Kern(f°) = Bild(f)L ew
— Bild(f) = Kern(f©)L+ ew
— Kern(f) = Bild(f°) L ev
— Ednlich Dim V gilt:

—V= Kern(f)@Bild(fo)
—V= Karn(fo)®Bild(f)

Selbstadjungiertheit und normale Endos

—> fist y—selbstadjungiert, wenn f = f©

—> fist y—normal, wenn fo f© = fC o f

‘Wenn M darstellung von y und A die Darstellung von einem Endo f, ist
dquivalent:

< fist y—selbstadjungiert.

— Aerfiillt A° = A, also M~ 1ATM = A

Bei orthonormalbasis ist M = I, also muss nur A = AT

‘Wenn M darstellung von y und A die Darstellung von einem Endo f, ist
dquivalent:

<— fist y—normal.

— Aerfiillt AA® = A°A, also AM — AT M = M= 14T ma
Bei orthonormalbasis AAT = AT A

—> ist f y—selbstadjungiert, dann auch normal

— ist f y—orhtogonal, dann auch normal

KErn und bild selbstadjungierter

— Kern(f°) = Kern(f)

— Bild(f°) = Bild(f)

— V = Kern(f) @Bild(f)

— V = Kern(f°) L) Bild ()

Eigenvektoren selbstadjungierter

—> Sei f selbstadjunkter Endo mit A, A, verschiede Eignewerte und
vy ,vadie Eigenvektoren dazu. Dann sind v ,v5 bzgl. y Orthogonal.

dukt auf K Vektorriumen.
Darstellung:
.///g;{"v(e) = (0 e XN
Niitzliches bsp.

vj sind Basis in V

L P
o) = s( $ a0 [ J B )
&
= "

konjungiert transponierte Matrix

Wenn A € C'" XM = (q; j) dann ist das konjungiert Transponierte
AT = AH e X7 hat die Eintriige aj;
Das geht auch fiir Spalten ', also:

0(uv) =aH//g§<v(6)ﬁ

—> Hermetisch, wenn A = AF

—> antihermetisch, wenn A = —A'
Rechenregeln fiir konjugierte Transpo
— (AFHH = 5

— (A+B)H =aH 4 pH

— (aA)H =aaH

— (AC)H = cH AH

H

Transformation
By ~B¥y B B
By, (0) = TBZV.aBy, (0)7pBY
5%, (O = T p*v( )7y
—> hermetisch kongruent A = 7~ H a7 —1
Ahnlichkeiten

—> Chauchy Schwarz is gleich

— Norm ist gleich definiert

—> Satz von pythagoras gleich

— 0(v,u) = 0, dann orthogonal

—>normicren geht gleich

—> gram schmidt geht genauso, projektion also auch, Zerlegung von V
mittles PRojekttion auch.

— Achtung: reihenfolge der Argumente darf NICHT vertauscht werden
Unitiire Abbildungen

—> copy paste mit T durch H ersetzt.

= copy paste von Orhtogonaler

er

Eigenwerte uni
Ist f unitir, ist der Betrag jedes Eigenwertes [A] =1
Die eigenwerte selbstadjungierter sind reel
Riez-Iso- Komplex

—0:Vours 0(u-)evk

— 8(u,v) = (O(u),v) = O(),uy = 6~ (O(u),0(v))
Spektralsatz komplex

<> f ist B-normal.

< fist orthonormal diagonalisierbar.

By Captain Joni.info
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